
量子化学２：第３回
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「基礎」
電子状態を解く方法を
理解する・使いこなす

量子化学２
第１～７回
（担当：山本）

量子化学１の
学習内容を
「復習」する

二原子分子

共役分子系の
量子化学を深
く理解する

エチレン

ブタジエン

ナフタレン

Diels-
Alder反応

第１回
二原子分子の電子状態を変
分原理で解く（復習）

第２回
エチレンの電子状態を
ヒュッケル近似で解く

第３回
ブタジエンの電子状態を
ヒュッケル近似で解く

第４回
ブタジエンの分子軌道から
化学的性質を予想する

第５回
芳香族分子の分子軌道から
化学反応性を予測する

第６回
分子軌道から共役分子系の
化学反応を読み解く

「応用」
分子軌道を読み解いて
分子の性質を予測する



前回の復習 

ヒュッケル近似に基づく永年行列式の作り方 

① 行列式の次元 ＝ 炭素原子の数 

② 対角要素は「α ー ε」 

③ 非対角要素は「結合のある・なし」で決まる
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α − ε ? ! ?

? α − ε ! ?
" " # "

? ? ! α − ε

= 0



ブタジエンの分子軌道を紙と鉛筆で解く



例題：ブタジエンのπ電子状態 

手順①：永年行列式をつくる 
　・ 対角項 (ii) ： α − ε 
　・ 非対角項 (ij) ： 原子 i と j が結合している ➡ β 
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α − ε β
1−2
! 0 0

β
2−1
! α − ε β

2−3
! 0

0 β
3−2
! α − ε β

3−4
!

0 0 β
4−3
! α − ε

= 0演習（７）C
C
C
C
H

H

H

H
H

H

1
2

3
4



手順②：永年行列式を解く 

行列式を β で割り，x = (α − ε) / β と置く
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β 4

α − ε( ) β 1 0 0

1 α − ε( ) β 1 0

0 1 α − ε( ) β 1

0 0 1 α − ε( ) β

= 0

x 1 0 0
1 x 1 0
0 1 x 1
0 0 1 x

= 0



４×４行列式を余因子展開する
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x
x 1 0
1 x 1
0 1 x

− 1
1 1 0
0 x 1
0 1 x

+ 0
1 x 0
0 1 1
0 0 x

0
! "## $##

− 0
1 x 1
0 1 x
0 0 1

0
! "## $##

= 0

x 1 0 0
1 x 1 0
0 1 x 1
0 0 1 x

x 1 0 0
1 x 1 0
0 1 x 1
0 0 1 x

x 1 0 0
1 x 1 0
0 1 x 1
0 0 1 x

x 1 0 0
1 x 1 0
0 1 x 1
0 0 1 x

x 1 0 0
1 x 1 0
0 1 x 1
0 0 1 x

= 0

演習
（７）

演習
（７）

演習
（７）

演習
（７）



Ｑ）余因子とは？ 

Ａ）n 次正方行列 A から i 行 j 列を除去して得られる 
　　n − 1 次小行列式 Mij に (−1)i+j を掛けたもの 

　　例：3 × 3 行列 A に対する余因子 C12 は
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A =
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

C12 = −1( )1+2 ×
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a31 a33

= −
a21 a23
a31 a33

M12

! "## $##



Ｑ）余因子展開とは？ 

Ａ）n 次正方行列 A の行列式 |A| を，余因子を用いて 
　　次のように展開すること 

　　例：3 × 3 行列 A に対する行列式を展開すると
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det A( ) = ai1Ci1 + ai2Ci2 +!+ ainCin

det A( ) = a11
• • •
• a22 a23
• a32 a33

− a12
• • •
a21 • a23
a31 • a33

+ a13
• • •
a21 a22 •
a31 a32 •

= a11
a22 a23
a32 a33

− a12
a21 a23
a31 a33

+ a13
a21 a22
a31 a32



４×４行列式を余因子展開する
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x
x 1 0
1 x 1
0 1 x

− 1
1 1 0
0 x 1
0 1 x

+ 0
1 x 0
0 1 1
0 0 x

0
! "## $##

− 0
1 x 1
0 1 x
0 0 1

0
! "## $##

= 0

x 1 0 0
1 x 1 0
0 1 x 1
0 0 1 x

x 1 0 0
1 x 1 0
0 1 x 1
0 0 1 x

x 1 0 0
1 x 1 0
0 1 x 1
0 0 1 x

x 1 0 0
1 x 1 0
0 1 x 1
0 0 1 x

x 1 0 0
1 x 1 0
0 1 x 1
0 0 1 x

= 0

演習
（７）

演習
（７）

演習
（７）

演習
（７）



３×３行列式をさらに展開して２×２行列式とし，この
行列式の値を計算する
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x2 x 1
1 x

! "# $#
− x 1 1

0 x
! "# $#

% &#### '####

− x 1
1 x
!"# $#

+ 0 1
0 x

0
!"# $#

% &### '###

= 0

x4 − x2
!"#

− x2
!

− x2 +1
!

= 0
x4 − 3x2 +1= 0

x
x 1 0
1 x 1
0 1 x

! "## $##

−1
1 1 0
0 x 1
0 1 x

! "## $##

+ 0
1 x 0
0 1 1
0 0 x

0
! "## $##

− 0
1 x 1
0 1 x
0 0 1

0
! "## $##

= 0

演習
（７）

演習
（７）

演習
（７）

演習
（７）

演習（７）

演習（７）



見かけは x についての４次方程式だが X = x2 とおくと
２次方程式として簡単に解ける
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X 2

X=x2
! − 3X

X=x2
! +1= 0

X =
− −3( )± −3( )2 − 4

2
= 3± 5

2
= x2

∴ x = ± 3± 5
2

= ± 5 ±1
2! "### $###

3± 5
2

= 6 ± 2 5
2

=
5( )2 ± 2 5 +12

2
=

5 ±1( )2
2

= 5 ±1
2

演習（７）

演習（７）

演習（７）



x = (α − ε) / β を思い出すと軌道エネルギー　　　　　　  
は 

基底状態における全π電子エネルギーは
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ε1 =α + 5 +1
2

β =α +1.6180β

ε2 =α + 5 −1
2

β =α + 0.6180β

ε3 =α − 5 −1
2

β =α − 0.6180β

ε4 =α − 5 +1
2

β =α −1.6180β

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪
⎪⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

E0 = 2ε1 + 2ε2 = 4α + 2 5β = 4α + 4.4720β

ε i =α − xiβ

α

ε3

ε2
ε1

ε4

α + β

α − β
演習（７）

演習（７）

演習（７）

演習（７）

演習（７）



Ｑ）光の吸収とは？ 

Ａ）光のもつエネルギーが 分子の状態を変えるための 

　　エネルギー として消費されるプロセス 

(E励起 - E基底)　＝　吸収される光のエネルギー
14

吸収
基底状態
E基底（低い） E励起（高い）

励起状態

光

ε1

ε2

ε1

ε2



ブタジエンの吸収スペクトル
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Ｑ）励起状態における全π電子エネルギーは？ 

Q）ππ*遷移エネルギーは？ 
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E1 = 2ε1 + ε2 + ε3

= 2 ε1
α+ 5+1

2

! + ε2
α+ 5−1

2

! + ε3
α− 5−1

2

!

= 4α + 5 +1( )β
= 4α + 3.236β

α

ε3

ε2
ε1

ε4

α + β

α − β

Eππ* = E1 − E0 = − 5 −1( )β = −1.236β

演習（７）

演習（７）

演習（７）



Ｑ）ππ* 遷移エネルギーは？ 

Ａ）HOMO と LUMO のエネルギー差から求めると
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ΔEππ* = ΔEHOMO-LUMO

= ELUMO − EHOMO

= ε3
α− 5−1

2

! − ε2
α+ 5−1

2

!

= − 5 −1( )β
= −1.236β

α

ε3

ε2
ε1

ε4

α + β

α − β演習（７）

演習（７）

演習（７）

演習（７）



ブタジエンの分子軌道をWebアプリで解く



Ｑ）コンピュータを使ってヒュッケル法を解く方法は？
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http://m.hulis.free.fr/hulis.html



Ｑ）コンピュータを使ってヒュッケル法を解く方法は？
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http://m.hulis.free.fr/hulis.html



キャンバスの部分をクリックして炭素原子を置く
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構造ができると自動的にヒュッケル計算が行われる
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キャンバスに置いた炭素をクリックして…
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炭素間を結合で繋ぎながら目的の構造を作る
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ブタジエンを計算してみよう
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右側のε1 準位を選ぶと Ψ1 軌道の模式図が表示される
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計算結果を見るには
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ε1 ε2 ε3 ε4

Ψ1 Ψ2 Ψ3 Ψ4



設定を変更するには
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したがって，ブタジエンのπ電子状態の波動関数は
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Ψ1 = +0.3717
C1

!"# $# ϕ1+0.6015
C2

!"# $# ϕ2 +0.6015
C3

!"# $# ϕ3 +0.3717
C4

!"# $# ϕ4

Ψ2 = −0.6015
C1

!"# $# ϕ1−0.3717
C2

!"# $# ϕ2 +0.3717
C3

!"# $# ϕ3 +0.6015
C4

!"# $# ϕ4

Ψ3 = +0.6015
C1

!"# $# ϕ1−0.3717
C2

!"# $# ϕ2 −0.3717
C3

!"# $# ϕ3 +0.6015
C4

!"# $# ϕ4

Ψ4 = −0.3717
C1

!"# $# ϕ1+0.6015
C2

!"# $# ϕ2 −0.6015
C3

!"# $# ϕ3 +0.3717
C4

!"# $# ϕ4

演習（８）

演習（８）

演習（８）

演習（８）



したがって，ブタジエンのπ電子状態の波動関数は
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Ψ1 = +0.3717
C1

!"# $# ϕ1+0.6015
C2

!"# $# ϕ2 +0.6015
C3

!"# $# ϕ3 +0.3717
C4

!"# $# ϕ4

Ψ2 = −0.6015
C1

!"# $# ϕ1−0.3717
C2

!"# $# ϕ2 +0.3717
C3

!"# $# ϕ3 +0.6015
C4

!"# $# ϕ4

Ψ3 = +0.6015
C1

!"# $# ϕ1−0.3717
C2

!"# $# ϕ2 −0.3717
C3

!"# $# ϕ3 +0.6015
C4

!"# $# ϕ4

Ψ4 = −0.3717
C1

!"# $# ϕ1+0.6015
C2

!"# $# ϕ2 −0.6015
C3

!"# $# ϕ3 +0.3717
C4

!"# $# ϕ4

演習（８）

演習（８）

演習（８）

演習（８）



ブタジエンのπ電子状態をまとめると…
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Ψ1

α

ε3

ε2

ε1

ε4

α + β

α − β

Ψ2

Ψ3

Ψ4

ΔEππ*



Ｑ）共役ポリマーの HOMO-LUMO エネルギー差は？ 

Ａ）N個の炭素原子を持つポリエンのHOMO-LUMO  
　　エネルギー差を計算すると
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N εHOMO εLUMO ΔEHOMO-LUMO

2 α + β α − β
 −2.000β

4 α + 0.618β α − 0.618β
 −1.236β

6 α + 0.445β α − 0.445β −0.890β

8 α + 0.347β α − 0.347β −0.694β

10 α + 0.285β α − 0.285β −0.570β

12 α + 0.241β α − 0.241β −0.482β

演習（８）

➡ エチレン
➡ ブタジエン



Ｑ）共役ポリマーの HOMO-LUMO エネルギー差は？ 

Ａ）N個の炭素原子を持つポリエンのHOMO-LUMO  
　　エネルギー差を計算すると
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N εHOMO εLUMO ΔEHOMO-LUMO

2 α + β α − β
 −2.000β

4 α + 0.618β α − 0.618β
 −1.236β

6 α + 0.445β α − 0.445β −0.890β

8 α + 0.347β α − 0.347β −0.694β

10 α + 0.285β α − 0.285β −0.570β

12 α + 0.241β α − 0.241β −0.482β

演習（８）

➡ エチレン
➡ ブタジエン



Ｑ）共役ポリマーのππ* 遷移エネルギーは？
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2.0

1.6

1.2

0.8

0.4

∆E
HO

M
O
-L
U
M
O
	[-
β]

12108642
N



Ｑ）ポリエンの光吸収の特徴は？ 

Ａ）分子鎖が長くなると光吸収が長波長化する
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Ｑ）有機化合物の光吸収の特徴は？
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分子鎖が長くなる = π電子系 が 広がる

HOMO-LUMOエネルギー差 が 小さくなる

ππ*遷移エネルギー が 小さくなる

光吸収 が 長波長（赤色成分）化する ππ*遷移エネルギー
は

吸収される光のエネルギー

物体の表面色 は 青くなっていく

反射光 ＝ 光源の光 ー 吸収光

物体の表面色 は 反射光の色



Ｑ）コンピュータを使わずに，紙と鉛筆の手計算で 
　　ブタジエンの波動関数を求めることはできるの？ 

Ａ）できる！！ちょっと面倒だけどね…
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xi と xi2 の値を思い出すと… 

引き続き，求めた xi と xi2 の値から軌道エネルギーや
波動関数の値を求める

38

x1 = − 5 +1
2

, x1
2 = 3+ 5

2

x2 = − 5 −1
2

, x2
2 = 3− 5

2

x3 = + 5 −1
2

, x3
2 = 3− 5

2

x4 = + 5 +1
2

, x4
2 = 3+ 5

2

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪
⎪⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

➡  Ψ1

➡  Ψ2

➡  Ψ3

➡  Ψ4



永年方程式を展開すると 

①から
39

x 1 0 0
1 x 1 0
0 1 x 1
0 0 1 x

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

C1
C2

C3

C4

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

=

0
0
0
0

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

xC1 + C2 = 0
C1 + xC2 + C3 = 0

C2 + xC3 + C4 = 0
C3 + xC4 = 0

⎧

⎨

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

… ①
… ②
… ③
… ④

C2 = −xC1



②から 

④から 

以上から，展開係数 {Cp} の関係が明らかになる
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C1 + x C2

−xC1
! +C3 = 0

C1 1− x
2( )+C3 = 0

∴C3 = x2 −1( )C1

C3

x2 −1( )C1
! + xC4 = 0

C2 = −xC1, C3 = x2 −1( )C1, C4 = − x
2 −1
x

C1

∴C4 = − x
2 −1
x

C1



先ほど求めた展開係数の関係から，波動関数は 

規格化の条件から

41

Ψ i = Cp
i( )

p=1

n

∑ ϕ p

= C1 ϕ1 − xiϕ2 + xi
2 −1( )ϕ3 −

xi
2 −1
xi

ϕ4
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

Ψ Ψ = C1
2 +C2

2 +C3
2 +C4

2

= C1
2 x2 + x2 +1( ) = 1

∴C1 =
1

2 x2 +1( )

∴Ψ i =
1

2 xi
2 +1( )

ϕ1 − xiϕ2 + xi
2 −1( )ϕ3 −

xi
2 −1
xi

ϕ4
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟



波動関数に関して整理して xi の項を計算すると

42

xi xi
2 2 xi

2 +1( ) xi
2 −1 xi

2 −1
xi

i = 1 − 5 +1
2

3+ 5
2

5 + 5 + 5 +1
2

−1

i = 2 − 5 −1
2

3− 5
2

5 − 5 − 5 −1
2

+1

i = 3 + 5 −1
2

3− 5
2

5 − 5 − 5 −1
2

−1

i = 4 + 5 +1
2

3+ 5
2

5 + 5 + 5 +1
2

+1

Ψ i =
1

2 xi
2 +1( )

ϕ1 − xi ϕ2 + xi
2 −1( )ϕ3 −

xi
2 −1
xi

ϕ4

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟



xi の値を Ψi の関係式に代入すると

43

1) if x1 = − 5 +1
2

then

Ψ1 =
1

5 + 5
ϕ1 +

5 +1
2

ϕ2 +
5 +1
2

ϕ3 +ϕ4

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= 0.3717ϕ1 + 0.6015ϕ2 + 0.6015ϕ3 + 0.3717ϕ4

2) if x2 = − 5 −1
2

then

Ψ1 =
1

5 − 5
ϕ1 +

5 −1
2

ϕ2 −
5 −1
2

ϕ3 −ϕ4

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= 0.6015ϕ1 + 0.3717ϕ2 − 0.3717ϕ3 − 0.6015ϕ4
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3) if x3 =
5 −1
2

then

Ψ3 =
1

5 − 5
ϕ1 −

5 −1
2

ϕ2 −
5 −1
2

ϕ3 +ϕ4

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= 0.6015ϕ1 − 0.3717ϕ2 − 0.3717ϕ3 + 0.6015ϕ4

4) if x4 = + 5 +1
2

then

Ψ1 =
1

5 + 5
ϕ1 −

5 +1
2

ϕ2 +
5 +1
2

ϕ3 −ϕ4

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= 0.3717ϕ1 − 0.6015ϕ2 + 0.6015ϕ3 − 0.3717ϕ4


